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关于半线性抛物型方程第三BV P 的全局解①
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摘要　Pao 在一篇文章中讨论半线性抛物方程第三初边值问题全局解不存在性问题时, 遗留
一个未解决的问题: 当初值 u0 (x ) 在某区间[A , B ]内变化时, 全局解是否存在不得而知. 本文将缩小
区间[A ,B ]的长度, 从而对这一遗留问题作了部分解决.
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Pao [ 1 ]讨论如下半线性抛物方程第三初边值问题
　　　
5u (x , t)5t - ∃u= au 1+ Α, 　 (x , t)∈8 × (0, T )5u5n + Ρu= 0, 　 　　　　 (x , t)∈58 × (0, T )
u (x , 0) = u 0 (x ) , 　 　 　x ∈8 (1)
其中 a、Α、Ρ 为正常数, n_ 为 58 的单位外法向量, u 0 (x ) ∈C 0 (8ϖ) 且 u 0 (x ) > 0 满足5u05n + Ρu0= 0
当 x ∈58 时, 考虑特征问题
　　　
∃Ω(x ) + ΚΩ(x ) = 0, 　x ∈85Ω5n + ΡΩ= 0, 　　 　　x ∈58 (2)
设对应第一特征值 Κ1> 0 的特征函数为 Ω(x ) > 0, 并规范化m ax8ϖ Ω(x ) = 1. 文[1 ]的结论是
引理 1　当 u 0 (x ) > ( Κ1
a
) 1öΑ· (m in8ϖ Ω(x ) ) - 1·Ω(x ) 时, 问题 (1) 不存在全局解; 当 u 0 (x ) <
(Κ1- Η
a
) 1öΑ)·Ω(x ) , 其中 Η∈ (0, Κ1)时, 问题 (1)存在全局解.
不妨记A = ( Κ1
a
) 1öΑ·Ω(x ) ,B = ( Κ1
a
) 1öΑ· (m in8ϖ Ω(x ) ) - 1·Ω(x ) , 文[ 1 ]遗留的一个未解决的
问题是当A ≤u 0 (x ) ≤B 时, 问题 (1) 是否存在全局解不得而知. 十几年来, 这一遗留问题无任
何本质性的解决. 本文将采取与文[1 ]不同的方法[ 3 ]去探讨这一问题, 指出: 当 u 0 (x ) ≥ ( Κ1
a
) 1öΑ
时, 问题 (1)不存在全局解. 由于A < ( Κ1
a
) 1öΑ< B , 因此, 当 ( Κ1
a
) 1öΑ≤u 0 (x ) ≤B 时, 仍可判断得到
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问题 (1)不存在全局解的结论, 就这部分解决了文[1 ]遗留的问题.
定理 1　当 u 0 (x )≥ ( Κ1
a
) 1öΑ时, 问题 (1)不存在全局解.
证　由文[ 1 ], 用上下解方法可证问题 (1) 存在局部古典解; 由比较原理可知解 u (x , t) >
0. 对特征问题 (2) , 记其第一特征值为 Κ1> 0, 对应的特征函数为 Υ(x ) > 0, 并规范化 κ8 Υ(x ) dx
= 1 , 注意区别文[1 ]所取的特征函数 Ω(x ) : m ax8ϖ Ω(x ) = 1.
在 (1)中方程两边乘以 Υ(x ) , 然后在 8 × (0, t)上积分
　　　 κ8 d t∫t0u tΥ(x ) d t - ∫t0d tκ8 ∃u õ Υ(x ) d t =∫t0dx κ8 au 1+ Αõ Υdx
分部积分得
　　　κ8 u (x , t) õ Υ(x ) dx - κ8 u 0 õ Υdx - ∫t0d t∫58 Υ5u5n ds +∫t0d t∫58 u 5Υ5n ds - ∫t0d tκ8 u õ ∃Υdx
　　　 =∫t0d tκ8 au 1+ Αõ Υ(x ) dx
注意在 58 上5u5n = - Ρu , 5Υ5n = - ΡΥ, 在 8 内 ∃Υ= - Κ1Υ, 代入上式得
　　　κ8 u (x , t) Υdx = κ8 u 0Υdx +∫t0d tκ8 au 1+ ΑΥdx - ∫t0d tκ8 Κ1uΥdx (3)
注意到κ8 Υ(x ) dx = 1, 由H  lder 不等式有
　　　κ8 u 1+ ΑΥ(x ) dx ≥ (κ8 uΥdx ) (1+ Α) (4)
记　　I ( t) = κ8 u (x , t) õ Υ(x ) dx , I (0) = I 0 = κ8 u 0 õ Υ(x ) dx ≥ ( Κ1a ) 1Α
由式 (3) 和 (4) 得
　　　I ( t) = κ8 uΥdx ≥ I 0 +∫t0d t[a (κ8 uΥ(x ) dx ) 1+ Α - κ8 Κ1uΥdx ] > G ( t) (5)
于是有
　　　G (0) = I 0
和　　 dG ( t)d t = a (κ8 uΥ(x ) dx ) 1+ Α - κ8 Κ1uΥdx = a I ( t) 1+ Α - Κ1 I ( t)
再定义函数 f (y ) = ay 1+ Α- Κ1y , 当 y≥ ( Κ1Α) 15时, 有
　　1) f (y )≥0;
　　2) f (y )关于 y 严格单调增加.
因此, 由式 (5)得
　　　f ( I ( t) )≥f (G ( t) ) (6)
现用反证法证明定理 1, 即反设当 u 0 (x )≥ ( Κ1
a
) 1Α时, 问题 (1)存在全局解, 则对任给时刻 T
> 0, 有lim
t→T
sup8 u (x , t) < + ∞, 从而对任给时刻 t> 0, I ( t) < + ∞, G ( t) < + ∞.
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特取 T 0 =∫+ ∞I0 dsas1+ Α - Κ1s , 则由 Α> 0 知 T 0< + ∞, 从而G (T 0) < + ∞.
由于 1≤ f ( I ( t) )f (G ( t) ) , 两边在 (0, T 0)上积分, 得
　　　 T 0 ≤∫T 00 f ( I )f (G ) d t =∫
T 0
0
dG
f (G ) = = = =
令G ( t) = s∫G
(T 0)
G (0)
ds
f (s)
　　　 =∫G
(T 0)
I0
ds
as
1+ Α
- Κ1s <∫+ ∞I 0 dsas1+ Α - Κ1s = T 0
导致的矛盾说明, 存在某一时刻 T < + ∞, 使得
　　　 lim
t→T -
sup8 u (x , t) = + ∞
即问题 (1)不存在全局解.
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